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Rappel : Transformée en ondelettes continue

On se donne (t) réelle telle que

+oo |7 2
/w:o, Qp:/ PR o < oo (1)
R 0 w
Transformée en ondelettes :
1 t—u
WF = [ f(t)— dt 2
(ws) = [ ro7v (57) @)
Transformée inverse :
1 [T 1 t—u ds
f(t) = — WF — =
-2 [ [wiws o (1) @S )
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Exemple de transformée en ondelettes continue

u

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fig. 6.1. A Wavelet Tour of Signal Processing, 3 ed. Wavelet transform Wf (u,s) calculated with y = —8° where 8 is a Gaussian, for the
signal f shown above. The position parameter u and the scale s vary respectively along the horizontal and vertical axes. Black, grey and
white points correspond respectively to positive, zero and negative wavelet coef cients. Singularities create large amplitude coef cients in

their cone of inf uence.
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Limitations de la transformée continue - bases d'ondelettes

Inconvénients de la transformée en ondelettes continue :
@ nécessité de calculer des intégrales

@ les parametres des ondelettes vivent dans un espace continu
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Limitations de la transformée continue - bases d'ondelettes

Inconvénients de la transformée en ondelettes continue :
@ nécessité de calculer des intégrales

@ les parametres des ondelettes vivent dans un espace continu

Pour les applications numériques, on voudrait :
@ une base d'ondelettes, i.e. un ensemble discret d'ondelettes élémentaires

@ orthogonale, pour qu'erreur sur le signal et erreur sur les coefficients soient
égales

@ permettant un calcul rapide des coefficients

@ et ayant de bonnes propriétés d'approximation (en particulier, des moments
nuls).

C'est TRES contraignant, mais possible.
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Pavage temps-fréquence - TFCT

w

E% S L - R

0 ' t
Fig. 5.6. A Wavelet Tour of Signal Processing, 3¢ ed. A windowed Fourier frame is obtained by covering the time-frequency plane with a
regular grid of windowed Fourier atoms, translated by un = nup in time and by & = k& in frequency.
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Pavage temps-fréquence - base d'ondelettes

W

u

0 ]
nuoa t

Fig. 5.5. A Wavelet Tour of Signal Processing, 3¢ ed. The Hesenberg box of a wavelet y;,, scaled by s = a has a time and frequency
width proportional respectively to @ and a=J. The time-frequency plane is covered by these boxes if up and a are suf ciently small.
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Bases d’'ondelettes

Objectif : construire une base orthogonale de L? de la forme

1 — 2k
0= ¢ (57

Base orthogonale :
f= Z d; k) k
ok
Les coefficients sont donnés par
e = (F v = [ FleWsale)ct
R

Les ondelettes sont orthogonales

o1 sij=jetk=K
<T/’J,kawf’,k’> _{ 0 sinon
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Bases d’'ondelettes

Propriétés intéressantes pour la représentation de signaux non-stationnaires, en
particulier de signaux lisses par morceaux.
Quelques applications :

e compression (JPEG2000)

@ débruitage

@ problemes inverses

@ etc.
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Exemple sur une image

Image reconstruite a partir de 10% de ses coefficients d'ondelettes
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Plan

@ Approximations multi-résolutions

© Caractérisation et construction des ondelettes
© Moments nuls et support

0 Quelques familles d'ondelettes

© Transformée en ondelettes rapide

© Ondelettes 2D

@ Ondelettes biorthogonales, ondelettes redondantes
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Définition d'une AMR

Définition
Une Approximation Multi-Résolution est une suite d'espace fermés V; de L?
vérifiant :
° ViC Vi
o limj,_o V, :m: 12
o limj o0 Vj = ez Vi = {0}
f(t)e V, & f(t—2k) eV,
f(t)yeV, & f(t/2) € Vi

il existe une base orthogonale de V; de la forme ¢k (t) = ¢o(t — k). ¢ est la
fonction d’échelle de I'AMR.

Les espaces V; donnent des approximations de plus en plus fines quand j — —o0.
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Exemple : AMR Haar

Les espaces V; sont définis par
V; = {f, f constante sur [k, (k + 1)2/]}

—I 1 W
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Exemple : AMR Shannon

Les espaces V; sont définis par

V; = {f, f nulle en dehors de [—2‘1'71-7 2—171-]}
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Espaces de détalil

Les espaces de détails W; sont définis par

W e V= Vi
lls contiennent les détails nécessaires pour approximer le signal a une échelle plus
petite (et seulement ces détails).

Quelques propriétés :
o jF k=W LW
° >= EBjeZ W
0 12= VJ+®j§JVVJ'
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Espaces de détails : Haar

B pan R
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Espaces de détails : Shannon
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Décomposition de [2

f=Yez Pwf
/\'\/:...+ﬂﬂj_|_ st
f Wl W() W_1

/NV:HU+ - it -+ -
/ Voo Wo W_4

Py = projection orthogonale sur V
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Bases d’'ondelettes

Construire une base d'ondelettes revient a construire une base orthogonale 1);
pour chacun des W;.

Une base d'ondelette est la réunion de toutes ces bases.
Par les propriétés des W;, il suffit de trouver une fonction 7, et

1 — 2k
= ¢ (57),

Partie suivante : recherche de conditions nécessaires et suffisantes sur ¢, et
construction de 1) a partir de ¢.
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Plan

© Caractérisation et construction des ondelettes
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Caractérisation des fonctions d'échelle

On définit le filtre h par ses coefficients :
h[n] = (¢1,0, b0, n> (4)
/ o(t — n)dt (5)

Les h[n] sont les coefficients de ¢1 9 € Vi C V, dans la base de V; :

b10(0) = 50 (5) = X Hleloe —

neZ

Les TF de h et ¢ vérifient

V29(2w) = h(w)d(w)
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Caractérisation des fonctions d'échelles

Caractérisation de h

Si ¢ est la fonction d’échelle d'une AMR, alors h est un filtre miroir conjugué :
o [h(w)[? + [h(w+ )2 = 2
o h(0) =2

Réciproquement, si h est un filtre miroir conjugué, et

min h(w)| > 0
wE[—Tr/Z,ﬂ'/2]| ( )|

alors la fonction ¢ définie par sa transformée de Fourier
=175
est la fonction d'échelle d'une AMR.
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Caractérisation des ondelettes

On définit le filtre g par ses coefficients :
gln] = (¥1,0, b0, n> (6)
/ 6(t — n)dt 7)

Les g[n] sont les coefficients de 119 € Wi C V dans la base de V4.

Yro(t) = ( ) Zg[n]gb (t — n)
Les TF de g, ¢ et v vérifient

V2§(2w) = §(w)d(w)
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Caractérisation des ondelettes

Caractérisation de g

Si 1) est telle que ¥(t — n) est une base orthogonale de |'espace de détails W, de
I’AMR associée a ¢, alors

o [g()?+ g +m) =2
o hw)a*(w) + hlw + m)g*(w + ) =0

On prend généralement

g(w) = e “h* (w+)
Equivalent a
gl = (=1)7'""h[1 — n]
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Construction d'une base d'ondelettes

@ Choix d'un filtre miroir conjugué h

@ construction de ¢ a partir de é :
o 2
- h(w2~P)
w) = | | —_

@ construction de v a partir de 1Z :

1 " _ 1 —iw /2% iy
P(w) = ﬁg(w)dw) =5 i (w/2 + m)d(w/2)
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Base d'ondelettes de Haar

@ Fonction d’'échelle :
925 = 1[0,1]
o Filtre h : -
o= { 22 sin=0i
0 sinon
o Filtre g :
—V/2/2 sin=0
gln =< Vv2/2 sin=1
0 sinon
@ Ondelette
-1 si0<t<1)2
P(t)=4q¢ 1 sil/2<t<1
0 sinon
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Base d'ondelettes de Haar
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Base d'ondelettes de Haar

1177
Y-z TTTT

T
L

Yok

®0.k
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Base d'ondelettes de Shannon

@ Fonction d’'échelle : in(rt)
sin(7mt
ot) = ——
o Filtre h : R
h(w) = V21_ /5 /2
o Filtre g :
A\ [ e siwe [-2m, 7] U[r, 2]
gw) = { 0 sinon
@ Ondelette
(t) = sin(2m(t —1/2))  sin(n(t —1/2))

w(t—1/2) T(t—1/2)
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Base d'ondelettes de Shannon

e

4
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Base d'ondelettes de Shannon

2k I
1k +

wO,k-“MMWNw"
gbo,k-—————ooe%eo——————-
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Plan

© Moments nuls et support
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Moments nuls

Une ondelette est intéressante si elle a des moments nuls :

Moments nuls

On dit qu'une ondelette a p moments nuls si, pour 0 < m < p,

/R (E)Em =

Intérét : si une fonction f est de classe C™, m < p, sur le support d'une ondelette

1/],‘,}(, aIOrS
'(/Jk, w'kt)f t)N wk )(E at’)-O
/ / 1=0 :

Si une fonction ressemble a un polynéme d’ordre p sur un intervalle, les
coefficients des ondelettes dont le support est inclus dans cette intervalle sont nuls.
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Caractérisation des moments nuls

Sous condition de décroissance suffisamment rapide a l'infini, le nombre de
moments nuls d'une ondelette se lit dans le filtre h :
Caractérisation des moments nuls
Il'y a équivalence entre
@ |'ondelette ) a p moments nuls
o h(w) et ses p— 1 premieres dérivées sont nulles en w = 0,

o h(w) et ses p — 1 premieres dérivées sont nulles en w = 7.
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Moments nuls

Moments nuls 4 fonction réguliere par morceaux = parcimonie
Exemple avec 3 moments nuls :

|
V)
coeffs. faibles
|
s

coeffs. forts
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Taille du support

Conséquence : on voudrait des ondelettes avec beaucoup de moments nuls et le
plus petit support.

La taille du support et le nombre de moments nuls ne sont pas indépendants :

Théoreme (Daubechies)

Si une ondelette a p moments nuls, alors
@ h et g ont au moins 2p coefficients non nuls
@ ¢ et 1 ont un support de taille au moins 2p — 1.

Compromis a trouver entre moments nuls et taille du support.

Borne atteinte par les ondelettes de Daubechies.
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Plan

0 Quelques familles d'ondelettes
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Ondelettes de Haar

Exemple historique (1909).
Les ondelettes les plus simples.
Correspondent a une AMR de fonctions constantes par morceaux.

Support le plus petit possible

Un seul moment nul (inutile, toutes les ondelettes sont de moyenne nulle).
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Ondelettes de Shannon

@ Infini moments nuls
@ mais support infini

@ et décroissance tres lente

o
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Ondelettes de Daubechies

Ondelettes a support compact avec nombre specifié de moments nuls.

dbN = N moments nuls

Idée de la construction : trouver h(w) polyndme de e~ vérifiant les propriétés
des filtres miroirs conjugués et les CNS pour avoir des moments nuls.

Ondelettes db2 et db8 :

v—N\—  v——
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Symlets

Pas d'ondelettes a support compact et moments nuls (anti)symétriques (sauf
Haar)

Variations des ondelettes de Daubechies avec choix judicieux de h(w) pour étre les
plus (anti)symétriques possible.

Ondelettes sym2 et sym8 :

b \— e

O S 6 —S\—
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Et encore...

Ondelettes de Meyer : infinis moments nuls et décroissance rapide (inventées
en essayant de montrer que c'était impossible)

@ Ondelettes de Battle-Lemarié : correspondent a une AMR de splines
(fonctions polynomiales par morceaux avec raccordement régulier)

Coiflets : ondelettes et fonctions d'échelles ont des moments nuls.

@ etc.
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Plan

© Transformée en ondelettes rapide
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Calcul itératif des coefficients - Haar

V- AY
/\\/a — ]
Vi W1

/\\/a + e |
Vo Wo  Wh
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Calcul itératif des coefficients - db3

- Al
/\\/a T

Vi W1
AVAY A
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Calcul itératif des coefficients

On suppose connus les coefficients de I'approximation d'une fonction f dans
I'espace Vg

a0lr] = (£ do.n) = / F(£)o(t — n)

f = fy + détails aux échelles fines

~ > ao[nlbo.n
n
On peut calculer les coefficients a1 [p] et di[p] dans la base de Vi et W, de facon

itérative:
fo=> alplorp+ Y dilplvnp.
p

p

Gilles Chardon Bases d’ondelettes 2018 45 /77



Calcul itératif des coefficients

fy =" alplo,p (8)
= z": ailplgrp + > dilplvr, (9)
a1[p] = (¢1,p, fo) di[p] = (Y1, o)
= ao[n] (61,5, b0.0) = aoln] (¥1,5, b0,0)
Sl (6100 02 S sl (0 o)
= Z ao[n]h[n — 2p] = Z ao[n]g[n — 2p]
= a: * h[2p] = a; * g[2p]
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Calcul itératif des coefficients

12

=1

ag[n]

hlp] = h[-pl,&lp] = gl—p]
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Calcul pratique d'une transformée en ondelettes

Pas besoin des expressions (compliquées) de ¢ et ¢, g et h suffisent.
f(nT) = aqn] Lh i fF—abl axlp) aslp]

Initialisation : on dispose généralement d’'une discrétisation du signal a

représenter, avec une période d'échantillonnage de T. On pose

aolp] = f(pT)

aolp] = /¢>o,p(t)f(t)dt: /gb(t)f(t—p)dt

L ory
<358 [oee - pyee = )

Pour les coiflets :
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Exemple de transformée

Signal présentant des parties polynomiales.

-2 L
0 20 40 60 80 100 120 140
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Ondelettes Daubechies db3

Les ondelettes db3 ont 3 moments nuls. Les
sur les parties polynomiales.

Scaling imp. response

0.1
0.1
0

coefficients d'ondelettes seront nulles

Wavelet imp. response no: 1

Magnitude frequency response

I /\ /\

o gk

IBE

i:ég C L L L L |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

omega [-]

k=)

s Phase frequency response

=3

3 g-g -

5*1{ E I 1 I
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Initialisation

N = O =N W

ML o N w

20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120
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Premiere itération

2 1
1 05
0
0 -0.5
1 -1
-2 1_'2
-3 2.5 ©
0 20 40 60 80 100 120 140 10 20 30 40 50 60
15 i
1
0.5
0
-0.5
-1
-15
0 20 40 60 80 100 120 140 10 20 30 40 50 60
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Deuxieme itération

2 1
1 0.5
0
0 -0.5
-1 -1
2 13
-3 -2.5 ©
0 20 40 60 80 100 120 140 10 20 30 40 50 60
15
1
0.5
0
-0.5
-1
-1.5 -1. "
0 20 40 60 80 100 120 140 5 10 15 20 25 30
15
1
0.5
0
-0.5
-1
-1.5
0 20 40 60 80 100 120 140 5 10 15 20 25 30
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Troisieme itération

2 1
1 0z
0 05
1 -1
2 13
3 25 -
0 20 40 60 80 100 120 140 10 20 30 40 50
15
1
05
0
05
3
15 . ¢
0 20 40 60 80 100 120 140 5 10 15 20 25
15 3
1 2
05 1
0 06 D
05 4
I 2
0 20 40 60 80 100 120 140 2 4 6 8 10 12 14 16
1 3
05 2
0 0
05 3 J
-1 2
15 3
0 20 40 60 80 100 120 140 2 4 6 8 10 12 14 16
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Autre exemple

Coefficients d'ondelettes db3

0.8
0.6
0.4

0.2

sur le plan temps-fréquence

. .
20 120
[ 13 [}
BN XN - ®
e @ o o o
. [ ] ® [
[ ] [ J °
. . . . .
20 ‘ 4 60. 80 100 120
Temps
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Transformée inverse

Z ai[plorp + Z di[n]e1,p (10)
. zao[pwop (1)

ao[p] = <¢0,P7 f0>
= Z a[n] (do,p, P1,n) + Z di[n] (¢o,p; ¥1,n)

fZal[n] (60,520, $1.0) +Zd1[n] (60,520 1.0)
_231[n]h[p 2n]+Zd1[n]g[p 2n]

= a] x hp] + d * g[p]

fT[2n] = f[n], fT[2n+1] =0
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Transformée inverse

Chemin inverse

a1[p]—

+9

d1[p]——

72




Plan

© Ondelettes 2D
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Ondelettes 2D

Base séparable d’ondelettes : on se fixe une famille d’ondelettes 1D, fonction
d’'échelle ¢, ondelette .
Fonction d'échelle 2D :

P(x,y) = d(x)o(y)

Ondelette BF/HF :
U (x,y) = o(x)(y)

Ondelette HF/BF :
V2 (x,y) = ¥(x)(y)

Ondelette HF /HF :
P (x,y) = v(x)i(y)
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Ondelettes 2D

Ondelettes db2

¢

Y Y
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Ondelettes 2D

Ondelettes sym8

¢ W?

wl
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Transformée en ondelettes 2D

rangées colonnes
ao h 12 h 12 a
g 12 di
g 12 h 12 di
g 12 di
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Transformée en ondelettes 2D - exemple

. ah Netm v M TR : R Eeb i e
4 - Pt b g L T -
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Transformée en ondelettes 2D - une itération
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Transformée en ondelettes 2D - deux itération
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Transformée en ondelettes 2D - trois itération
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Transformée en ondelettes 2D - quatre itération
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Plan

@ Ondelettes biorthogonales, ondelettes redondantes
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Ondelettes biorthogonales

Pour diverses raisons, il est préférable d'avoir des ondelettes (anti)symétriques :
@ invariance par renversement du temps

@ gestion des bords

Il n'existe pas d'ondelettes réelles orthogonales a support compact et moments
nuls (excepté Haar...).

Solution : relacher la condition d'orthogonalité, et utiliser des ondelettes
birothogonales.
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Ondelettes biorthogonales

Au lieu d'une seule famille d’ondelettes, on se fixe deux familles v et 1), qui

vérifient : ) )
- 1 sij=jetk=k
<wj’k’wj/’k,> :{ 0 sinon
Si
F=> ditju
ok
Alors

.Ik_< ik >

Gilles Chardon Bases d’ondelettes 2018 70/77



Construction des ondelettes biorthogonales

Construction similaire aux ondelettes orthogonales. 1l faut trouver deux filtre h et
h tels que

~ I~ ~ i~
h(w)h (W)+ hlw+7m)h (W+7)=2
(Condition non suffisante).

Ondelettes CDF : base biorthogonale d'ondelettes a support compact et moments
nuls (anti)symétriques.

Gilles Chardon Bases d’ondelettes 2018 71/77



Ondelettes CDF

Ondelettes utilisées dans JPEG2000
analyse synthese

ondelette

fonction
d'échelle
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Banc de filtres pour ondelettes biorthogonales

ao[n] h 12
g 12

arlp]—— 12 h

difp]—1 2 g

Gilles Chardon

Bases d’ondelettes

a1 [p]

d1 [p]

ag[n]

2018
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Ondelettes redondantes

Les base d'ondelette ne sont pas invariantes par translation : les coefficients de
décomposition d’une version décalée d'un signal ne sont pas les coefficients
décalés du signal original.

On peut supprimer I'étape de décimation a I'analyse:

a1[p] = a0 * hip]
di[p] = a0 x &[p]

et le suréchantillonnage a la reconstruction :
1
a0[p] = 5 (a1 » hlp] + d1 % gp]) (12)
Le terme de normalisation prend en compte le fait qu'il y a deux fois trop

d’ondelettes et de fonctions d'échelle.

Variante : 1/4/2 a I'analyse et 3 la reconstruction pour conserver la norme (tight
frame).
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Base d'ondelettes

1
0.8
0.6 -
04
0.2 -
0 Il Il Il Il Il
0 20 40 60 80 100 120
di - @e [
d2e e ce@o0e0 Y )
>
S d3 ° e @ o o L]
2
© d4 ° [ ] [ L] .
<
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d5 [ ] (]
a . . . . . .
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Frame d’'ondelettes

1
0.8 - ]
0.6 B
0.4 - 1
0.2 | i
0 ‘ w ‘
0 20 40 60 80 100 120
di e @ o
02 @Emmee GG e o @
=)
O I3 [emmmmmmnesnii e e <o -con-elINED
<@
© d4 +o0RNNNNS NN -coRNNNNNIRNIEN000000cec < < ooceo- ces0eee-eRiNNINNIeERNND
<
\O
w d5 e ———
ab
0 20 0 60 80 100 120
Temps
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Conclusion

Ondelettes adaptées au traitement des signaux non-stationnaires, en particulier
présentant des singularités.
Beaucoup d’ondelettes différentes.
Propriétés importantes :
o taille du support

@ moments nuls

Beaucoup de variantes : shearlets, curvelets, etc.
http://www.laurent-duval.eu/siva-wits-where-is-the-starlet.html

En pratique : toolbox Matlab ou LTFAT
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